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统计形状模型
ASM（Active Shape Model）由 Cootes 于 1995 年在论文 [1] 中提出。

ASM 是对图像中的 shape 进行建模的可变模型（deformable model），得到的形状模型既可以

用来分析新的形状（拟合模型到新形状，见第 4 节），也可以用于生成形状（在给定图像中搜索形

状，见第 5 节）。

首先需要给出 shape 的定义。给定一幅图片，对感兴趣物体标注 landmark points，以人脸为例，

就是选择人脸上的关键点，如下图所示： 

得到点集合 ，那么这些点在图片中对应的 shape 就可以表示成

维的向量 ：
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可以看出每个 shape 都是 空间中的一个点。并且我们规定对一个形状进行相似变换（Similarity

transformation），即旋转 R、缩放 S、平移 T（RST），并不会改变该形状。当然也可以定义形状

在其他变换操作下是不变的。

假设现在有 个已经标注了 landmark 点的训练数据，也就是说有了 个形状 。

为了能比较不同 shapes，需要将 shapes 对齐。这是因为不同的形状大小角度等都可能不同，比如

一个人脸特写与一张全身照中的人脸，显然，这两个人脸对应的形状是没有可比性的。 

ASM 中的对齐算法是基于 Procrustes Analysis  的。Procrustes Analysis 在对齐形状时以最小化

对齐后的形状和平均形状之间的距离之和为目的： 

这个优化目标有意思，首先式中的 是对齐后的第 i 个形状， 是对齐后的形状的均值。第一项是未

知的，而第二项又取决于第一项。假设 ，这个函数姑且称为对齐函数吧。那么每个

形状都对应一个参数 ，上述优化问题就是求使 D 最小的 ：

这个优化问题有解析解，但是一般采用下面的迭代算法进行对齐：

1. 平移每个形状使其重心位于原点

2. 选择第一个形状 ，对齐进行缩放 以使 ，以缩放后的形状作为初始平均形状

3. 对齐所有形状到平均形状

4. 计算对齐后的所有形状的平均形状

5. 对 进行约束：让 对齐 并且缩放到

6. 如果不收敛，返回到 (3)

说明：步骤 (5) 对平均形状进行约束，是为了确保有唯一解（如果不进行约束的话，平均形状可能

变得非常离谱）。另外判断是否收敛是看平均形状的变化是否超过某一幅度。
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步骤 (3) 中的对齐操作可以有多种方式。比如可以移动每个形状使其以原点为中心，缩放使其模为

1，旋转使得 D 最小，这种方式下 D 的参数只有旋转角度。

文献 [1] 中介绍的方法是对每个形状进行相似变换 以对齐均值。假设两个形状 和 ，

这两个形状以原点为中心，现在 处理做相似变换使其对齐 ，相似变换的参数通过最小化

来确定。相似变换的表达式为

变换得到： 

其中 表示遍历 中的每一个点。

现在来求解这个优化问题。令 对每个参数的偏导数为 0，得到下面的公式：

假设 已经平移到以原点为中心，那么 ，于是有

1.1、对齐操作
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如果 没有移动到以原点为中心，那么需要求解复杂的方程组 (5)。

最终得到： 

注意文献 [1] 在式 (3) 中加了一个权重矩阵，以区别不同的点对距离的影响程度，感兴趣的可以阅读

[1]。

对齐后的 在 2n 维空间中构成一个 cloud，这个 cloud 对应这一个分布。如果能得到这个分布，那

么我们不仅可以生成和训练数据相似的新形状，还可以分析给定的一个形状是否和训练数据一致。

首先，我们采用 PCA 降维技术对数据进行降维以便处理。PCA 降维过程如下：

首先计算数据均值：

然后计算数据的协方差矩阵：

计算 S 的特征值 和对应的特征向量 ，并且按特征值递减顺序进行排列，即
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2、对形状的变化进行建模
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2.1、PCA
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用 S 的前 t 个特征值对应的特征向量构成矩阵 （ ），那么数据 可以近似表示成

我们知道，每个特征值 给出了训练数据在相应特征向量方向上的方差，那么训练数据的总方差为

t 可以通过下式来确定： 

其中 f 表示希望保留多少可变性。

由式 (7) 可知，不同的 对应不同的形状 。我们认为和训练数据一致的形状是合理的，那么自然 也

存在一个合理范围，就是说 的取值不是任意的，需要约束到合理范围内。我们假设 服从分布

， 可以根据训练数据进行估计。我们认为当

时，形状是合理的。

假设 是独立的并且服从高斯分布，那么有

我们可以对

进行硬约束

也可以根据公式 (8) 并且结合公式 (9) 得到另一种约束：

其中左边是 和均值之间的 Mahalanobis 距离，右边的 可以通过卡方分布得到。
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假设 服从高斯分布可以解决大部分的问题，但是无法表示非线性的形状变换，比如只对形状的一部

分进行旋转得到的训练数据。更具体地，我们通过旋转在一个正方形中的三角形得到一组训练数

据，生成的样本如下图所示。 

对训练数据应用 PCA 技术，发现有两个主要成分。我们把数据映射到二维空间中得到 的分布如下

图所示： 

b⃗ 
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显然， 不是高斯分布。 

这时可以用混合高斯模型 GMM 对 进行建模： 

这个标题有点拗口，现在来解释一下为什么要给形状加定语 “模型”。对于给定的一组训练形状数

据 ，把每个形状看作 2n 维空间中的一个点，可以想象得到这些点在 2n 维空间中分布比较散

乱，这就是因为形状还没有对齐。假设经过对齐（相似变换）后得到的形状集合为 ，再在 2n 维

空间中找到对应的点，那么这些点就比较紧凑了。我们为了区分这两个形状，把 称为图像形状，

把 称为模型形状。这里处理的是模型形状。

而根据在 PCA 小节的介绍，每个模型形状可以由公式 (7) 表示，于是有 

可以得到：
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我们在 2.3 节中提到过当

时，认为形状是合理的。而当

时，形状是不合理的，但是我们希望找到离形状最近的合理形状。这时无论

是高斯分布还是混合高斯分布，我们对

求梯度，然后沿着上坡方向移动直到超过阈值

。

现在我们讨论怎么求得最优 pose 参数 和 shape 参数 以匹配给定的图像形状 。

在前面的的形状对齐过程中，我们是对图像形状 做相似变换 ，映射到模型形状 。那么也可以用

一个相似变换 把模型形状 映射为图像形状 ，并且 可以由 得到 

针对这一节的问题，我们通过优化问题 

来求得最优参数。

下面给出优化问题的迭代法：

1. 初始化
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4、用模型拟合新的形状 (Fitting a model to new sh
ape)
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2. 得到模型形状：

3. 寻找最优参数 使得最好地把 匹配到 ：即 ，这一步骤参考

1.1 节

4. 通过逆变换把 映射为模型形状：

5. 更新参数：

6. 对 进行约束

7. 判断是否收敛，如果不收敛则返回步骤 2

判断是否收敛是通过检查参数是否变化。

给定一张图片怎么找到其中的形状呢？

1. 初始化 ， ，并在图像中初始化一个形状

2. 检查 每个点附近的区域，找到最好的新的形状

3. 更新参数 以拟合新形状 ：第 4 节

4. 返回 2 直至收敛

这里需要着重介绍怎么根据当前形状 找到更好的形状 。 

对于以边缘作为形状的情况，可以沿着模型边界的法线方向移动，直至到达图像上梯度较高的点。

如下图所示： 
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5、图像搜索——ASM
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但是有些情况下形状不一定就是边缘，可能表示其他的结构。这时，可以通过对形状附近的图像结

构进行建模，在搜索时，找最匹配所建模型的点。

常见的是对灰度结构进行建模。对训练形状 中的一个模型点沿法线方向在两侧各取 个点，于是

每个模型点都得到 个点，用灰度值构成向量 。假设有 个训练数据，对一个模型点我们可

以得到 个向量 。我们假设 服从高斯分布，并且可以得到它的均值 和协方差 。这样对一

个模型点我们得到一个统计模型。 

给出一个新的样本 ，Mahalanobis 距离： 

和

来自于这个分布的 log 概率呈负相关性。

在搜索时，我们检查当前形状的模型点沿着模型边界的法线方向两侧各 个点，这样可以

得到 个 （自己在纸上画一画就知道为什么是这么多），找到使得 Mahalanobis 距

离最小的 作为新的模型点。

Stasm ：作者 Stephen Milborrow，他研究生和博士生阶段一直在研究 ASM，于 2016 年博士毕

业。在 另一篇博客 中简单介绍了 Stasm 源码。
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6、实现

http://www.milbo.users.sonic.net/stasm/index.html
http://blog.csdn.net/VictoriaW/article/details/70161298
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